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Abstract. Dans ce travail nous construisons des compacts K 
(non metrisables) totalement ordonnes. Dans un cas particulier 
nous montrons l'existence de deux sous-C* — a lg ebres Y± , Y% dc 
C(K) et une topologie r' moins fine que la topologie t p tels que 
(Y 3 ,t p ) = (Yj,r'), j = 1,2, (C(K),t p ) = (Y ly T p ) © (Y 2 ,t p ) et 
(C(K),t') n'est pas universellement mesurable. 

Abstract :In this work we construct compact totally ordered 
spaces K. In a particular case we show that there are tow sub- 
C* — a lg ebras Y\ , Yi and a topology r' which is weaker than the 
t p topology such that (Yj,T p ) = (Yj,t'), j = 1, 2, (C(K), t p ) = 
(Yi,T p ) (Y 2 ,t p ) and (C(K),t') is not universally measurable. 



Introduction 

D'apres [17] , si K est un compact totalement ordonne separable, 
alors K est homeomorphe a un sous-ensemble de [0, 1] x {0, 1} muni 
de la topologie de l'ordre lexicographique. 

Dans ce travail nous construisons des compacts K, totalement or- 
donnes, a partir d'un ensemble de reference E totalement ordonne et 
d'une mesure /1 sur E. 

Nous prouvons ensuite que, si (E, <) est un ordre complet (c'est a 
dire que tout ensemble majore dans E admet un supremum), il existe 
une homeomorphisme d'ordre de K sur un sous-ensemble de E x {0, 1} 
muni de de la topologie de l'odre lexicographique. 



Dans un cas particulier, nous montrons qu'il existe sur C(K) une 
topologie separee r' moins fine que la topologie r p et deux sous-C* — 
algebres Y u Y 2 de C(K) tels que (Yj, r') = (Y}, t p ),j = 1, 2, (C(K), t p ) 
(Y"i,r p ) © (Y 2 ,t p ) et (C(K),r') n'est pas universellement mesurable. 
D'apres [22], (C(L),r p ) est universellement mesurable, sous l'axiome 
de Martin, ou L est un compact de Hausdorff. 

Soient L un compact de Hausdorff et C (L) l'espace des fonctions 
continues sur L. II est difficile de decider si, la tribu borelienne faible 
coincide avec celle pour la topologie de la convergence simple sur C (L) 
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(cette topologie sera notee r p ). Si on remplace la topologie de la con- 
vergence simple par la topologie forte, dans [23] on montre qu'il ex- 
iste un compact L verifiant que Bor(C(L ), ||.||) 7^ (C(L ), faible), 

(C(L )=O- 

Dans [11] , on montre que si, le compact L est totalement ordonne, les 
trois tribus mentionnees ci-dessus sont coincides sur C(L). Un resultat 
plus general a ete obtenu par M.Raja [18] est le suivant: 

s'il existe sur C(L) une equivalente r p — Kadec-norme, alors Bor(C(L), 
Bor(C(L),r p ). 

Signalons que si L est un compact de Rosenthal l'existence d'une 
equivalente r p — Kadec — norme sur C(L) est un probleme ouvert. 

Soit X un espace de Banach; on designe par X* le dual de X. Pour 
tout x £ X et tout x* G X* on note ( CO - CO j CO f CO J • 

Soit P un espace polonnais (cf. [14] ,p.92); Bi(P) designe l'espace 
des fonctions de permiere classe de Baire. On munit Bi(P) de la topolo- 
gie de la convergence simple. 

Dfinition 1. Soit L un compact de Hausdorff. 

a) L est un compact de Rosenthal, s'il existe un espace polonnais P 
tel que L s'injecte continument dans Bi(P) (cf. [6]). 

b) C(L) admet une equivalente r p - Kadec — norme, s'il existe une 
norme equivalente p sur C(L) telle que la topologie forte et la topologie 
t p coincident sur {/ e C(L); p(f) = 1} . 

Dfinition 2. Soit X un espace de Hausdorff. 

a) X est radonien (cf. [14] ,p.H7), si toute mesure borelienne bornee 
sur X est une mesure de Radon. 

b) X est un espace K-analytique, si X est Vimage continue d'un 
K a s (cf. [2] — [19]). 

c) X est analytique, si X est l'image continue d'un espace polonnais 
(cf.[U],chap.II,p.96). 

Soit (E, <) un ensemble totalement ordonne; la topologie de l'ordre 
To est la topologie engendree par les intervalles sous la forme, 

{x G E; x < a} , ou sous la forme, {x G E; x > b} , a,b G E. Noter 
que cette topologie est separee. 

Designons par T\ la topologie engendree par les intervalles de la 
forme, {x G E; x > a} ou de la forme, {x G E; x < b} , a,b G E (cette 
topologie est separee). Supposons que 

1) La topologie To est separable. 

2) Pour tout a,b G E avec a < b, il existe c G E verifiant a < c < b. 
Alors 



FONCTIONS CONTINUES SUR UN COMPACT TOTALEMENT ORDONNE 3 



(i) (E,Ti) est un espace de fortement de Lindelof (c'est a dire tout 
ouvert de (E, T\) est un espace de Lindelof). 

L 'argument qui nous permet de montrer (i) est analogue a celui de 
[12,p.58,59]. 

En effet, (E,t ) est separable, done d'apres (2), il existe une base 
topologique denombrable de (E, To) formee des intervalles ouverts. 

Soient {]oj, bi] ; Oj < bi et % G /} , une famille d'intervalles dans E, 
U = U ]aj,6j] et V — U ]aj,6j[. Designons par J le sous-ensemble de 

/ tel que {bf, j G J } H V = 0. On remarque que ]a_j, 6j[fl ]aj/, bj\ = 0, 
si J 7^ /> J)j' G J . En utilisant que (E,to) est separable et la 
condition (2) on voit que J est denombrable. D'autre part (E, r ) a 
une base denombrable, il existe done un sous-ensemble denombrable 

J' de I tel que V = U ]aj,6j[. D'apres ce qui precede on a C/ = 

ieJ' 



U ]aj,6j] 
ieJ' 



U 



U ]ai,6i] 

iS J 



Si U = U G E] x < bi} , par un argument analogue a celui du 

iei 

precedent on montre qu'il existe un sous-ensemble denombrable J de I 

tel que U — U {x G E; x < bi] . II en resulte que (E, T\) est un espace 
ieJ 

fortement de Lindelof. 

(m) x {0, 1} est un espace fortement de Lindelof, muni de l'ordre 
lexicographique. Rappelons que l'ordre lexicographique est defini sur 
E x {0, 1} de la maniere suivante: 

(r,i) < (s,j) si et seulement si r < s ou r = s et i < j, V(r, i), 
(s,i)G[0,l]x{0,l}. 

Pour voir (ii), remarquons d'abord que Ex {0, 1} = Ex{0}UEx{l} . 
D'autre part E x {0} est homeomorphe a E x {1} (E x {j} est muni 
de la topologie induite sur E x {0,1} , j = 0,1). Finalement il suffit 
de remarquer que E x {0} est homeorophe a (E, T\) qui est fortement 
de Lindelof d'apres (i). 

(in) Bor{E,r ) = Bor(E,T!). 

Remarquons d'abord que (E,t ) est moins fine que (E, T\), done 
Bor(E,r ) C Bor(E,Ti). Pour montrer l'inclusion inverse, il suffit 
de remarquer que tout ouvert de (E, T\) est un borelien de (E, r ) 
(car (E,Ti) est fortement de Lindelof), il en resulte que Bor{E,T\) C 
Bor(E, r ), d'ou Bor(E, n) = Bor(E, r ). 

Dans la suite < est une relation totalement ordonne sur E. 

Soit \x une mesure (positive) borelienne sur [E, r ); designons par /* 
la fonction caracteristique de {v G E; v > t}, par A la sous-C*-algebre 
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de L°°{n) (avec unite) engendree par les pt&Eet par K l'ensemble 
des caracteres sur A. D'apres [7] — [20], K est a {A*, A) compact pour 
et A = C(K) . Definissons la fonction : K x E — >■ {0, 1} , par 

i>(9,t)=9(f), 6eK,teE. 

Notons Bi = {9 G K; l'application t G (E, r ) — > V(^> est continue} . 
Soit 9 e K — Bi, si {t G -E 1 ; ip(9 : t) = 0} n'est pas ferme, notons 
l'unique point adherent a {t G ip(9,t) = 0} dans E tel que 
^(9,h(9)) = l. 

Si {£ G E;ip(9,t) = 1} n'est pas ferme, on designe par h(9) l'unique 
point adherent a {t G E; ip(9,t) = 1} dans E tel que ip(9, h{9)) = 0. 

Notons B 2 = {9eK- B ± ; ij>(0, h{6)) = 1} et B 3 = {9 G K - B x \ if>(0, h{9)) 
Montrons que 

h(9) = sup{t G E; i/j(9,t) = 1}, V9eK - B 1 (0.1) 
Pour cela soit 9 G K — Bi. 

Cas 1, 9 e B 2 : Si v e {t e E; ip(9,t) = 1} , alors v < h(9) (car si 
v > h(9), il existe u G E verifiant que v > u et ip(9,u) = 0, ce qui est 
impossible). 

Considerons a G i? tel que v < a, pour tout t> G {i G -E 1 ; ^(fl, = 1} , 
il est clair que a > h(9). 
II en resulte que 

h(9) = sup{t G £; ^(0,t) = !}■ 

Cas 2,9 E B 3 : Remarquons d'abord que si v G {t G E; vp(9, t) — 1} , 
t> < Supposons que a E E verifiant t> < a, pour tout t> G 

{t G -E; ip{9,t) = 1} , alors < a, car si /i(#) > a, par la definition 
de h(9), il existe i G E tel que £ > a et i) = 1, ce qui est impossible, 
par consequent 

h(9) = sup{t G E; i/j(9,t) = 1}. 

Supposons que (E, <) n'a pas de minimum ni de maximum. Notons 
E — E U {— oo,+oo}. E devient totalement ordonne admettant — oo 
comme minimum et +oo comme maximum (si — oo, +oo G E, E = E). 

S'il existe 9' G K tel que ip(9',t) = 0, Vt G -E on pose h(9') = -oo 
et s'il existe 9" G K tel que ^(0",*) = 1, V* G E on pose h(9") = +oo. 

Dans la suite nous designon par K le compact defini auparavant. 



Proposition 1. Supposons que E soit un ordre complet. Alors B\ C 
{9', 9"} . 



FONCTIONS CONTINUES SUR UN COMPACT TOTALEMENT ORDONNE 5 
Demonstration: 

Soit 9 G B\\ suppsons que 9 ^ {9' , 9"} , c'est a dire {t G E; ip(9, t) = 1} 
et {v G E; ip{9,v) = 0} ne sont pas vides. 

Remarquons que pour tout u G {v <E E; ip(9,v) = 1} et tout u' G 
{t G E; ip{@it) = 0} on a «' > u. Comme (E, <) est un ordre com- 
plet, sup{t G E; ipi^^t) = 1} existe, ce qui entraine que 9 ^ Bi, c'est 
impossible, done B\ C {9' , 9"} . 

Exemple 1. Soit E = G un groupe localement compact abelien, (cf. [9]). 
Supposons que la topologie de I 'ordre soit moins fine que la topologie de 
G. Notons m = /i la mesure de Haar sur G. 

Pour g G C(K) C L°°(G) , 9 G K et t G G, on definit g t G C(K) par 
gtiu) — g(u — t), pour presque tout u E G et 9 t e K par # t (r) = 9(r t ), 
r G G(K). 

Notons / la fonction caracteristique de {t G G; t > 0} . 
Lemme 1. Suposons que G verifie la condition (*) suivante: 

x < y -<=>■ x — y < 0, x, y G G. (*) 

Si 5 2 ^ 0, alors h(9 u ) = h(9) - u, Vw G G et V0 G £ 2 . 
Demonstration: 

Comme G verifie la condition (*) on a /t = /*, pour tout t G G. Soit 
6* G £>2; Axons u,t e G tels que = 1; on a alors t/>(0, £ + u) = 1, 

done h(9 u ) < h{9) — u. Soit t G G tel que ip(9,t) = 1; on a alors 
t — u) = 1, Vm G G, par consequent > — w. On conclut 

que = — u. 

Exemple 2. Soient E = [0, 1] ei // la mesure de Lebesgue sur E. 

Le corollaire HI montrera que K s'identifie dans l'intervalle 
eclate [0, 1] x {0, 1} (la topologie sur [0, 1] x {0, 1} est la topologie de 
l'ordre lexicographique). 

Exemple 3. Soit E un ensemble totalement ordonne, r la topolgie 
disrete sur E et /i la mesure definie par /i {a} = 1, pour tout a G E. 
Remarquons que cq{E) est un sous-espace de Banach isometrique de 
C{K). 

Proposition 2. Supposons que \\f t — ft'll^U) = 1> pour tout t,t' G E 
avec t t' et || LOO ( M ) = 1, pour tout t G E. Alors la restriction de h 
a B 2 est surjective sur E. 
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Demonstration: 



Soit t G E: on definit la forme lineaire a(t) = 9 sur A par < n ?i\ n ^' U 

{ 0{fu) =0, SlU>t. 

Montrons que 9 est continue sur A. 

n 

Soit g = ^^ocjftj+ao, les ctj G C et les tj G E, avec t n < i n _i <....< 
i=i 

n 

t\. Supposons que t n <t < £ n -i> on a alors 9(^^ctjf tj + a ) — tt o+ a n- 
D' autre part 

« 

g + a = 2jaj/ tj + «o = («i + ao)/ti + "2/^ + («2 + a )X ]t2<tl] + .... + a n f tl 

+ (a n + aco)X]t 2 ,ti] + ■■■■{oc n + ao)<"f]t n ,t„_i] + ao^ueE; u<t„_i}- 
D'apresl'hypotheseona \a n + a \ < \\g\\ Loo ^ , done \9(g)\ < \\g\\ Lao(jJi y 

Si tj < t < tj-i, on montre par un argument analogue que \9(g)\ < 

WdW^i/i) ( on P eu t egalement traiter le cas t > t% et le cas t < £ n ). II est 

clair que 9 est un caractere et h{9) = t. 

Soit L un compact de Hausdorff; designons par M + (L) l'espace des 

mesures de probabilites de Radon sur L. 

Proposition 3. Supposons que (E, r ) est un espace analytique. Alors 
K est un compact de Rosenthal. 

Demonstration: 

Comme (E, r ) est analytique, il existe un espace polonnais P et H : 
P —> (E,t ) une application continue surjective. Soit 9 G B 2 ; d'apres 
flOlD on a {t G E; ^(9, t) = 1} = {t G E; t < h(9)} , done {t G £?; t) = 1} 
est un ferine de (£", r ), par consequent {t G -E; ■0(0, t) = 0} est un ou- 
vert de (E, r ); on deduit que la fonction 9oH : x G P — > ip(9, H(x)) G 
ffi. est de premiere classe de Baire (cf. [1]) (car tout ouvert de P est un 
Fa). Un raisonnement analogue nous montre que pour tout 9 G B3 
9 o H : x G P — > ip(9, H(x)) G R est une fonction de premiere classe 
de Baire. D 'autre part K = B\ U B 2 U B 3 , ceci implique que pour 
tout 9 G K, la fonction 9 o H : x e P ^ if>(6,H(x)) G R est de 
premiere classe de Baire. Soit II : K — > P>i(P) l'injection definie par 
U(9)(x) = if)(9,H(x)), 9 G K, x G P; II est continue injective, ce qui 
entraine que est un compact de Rosenthal. 

Dans la suite (sauf mention contraire), le symbole G designe un 
groupe localement compact non denombrable , la topologie de l'ordre 
est moins fine que la topologie de G et G verifie la condition (*). 
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Proposition 4. Considerons G un groupe polonnais; alors pour toute 
£ G [C(K)]* I 'application t G G — > (ft,£) G C est de premiere classe de 
Baire. 



Demonstration. Soit £ G [C(iT)]* ; onpeut supposer que £ G M + (K)); 
par le theoreme de Hahn-Banach il existe £' G B L00 ( G y qui prolonge £; 
par consequent il existe une suite (g n )n>o dans la boule unite de ^{G) 
telle que g n £ prefaiblement dans [L°°(G)]* (oil W est un ultrafiltre 

non trivial sur N). D'autre part il existe £ 1; £ 2 G M + (K) telles que 
9n ~~ £1 e ^ 9n ~ * £2 (done £ = £ x — £ 2 ). D'apres la proposition [31 

K est un compact de Rosenthal, en appliquant le resultat de [6] , on 
voit que M + (K) est un compact de Rosenthal, ce qui entraine qu' il 
est angelique d'apres le resultat de [1]. On conclut qu'il existe une 
sous-suite {n k ) k>0 telle que g£ — > £i et g~ — > £ 2 , e'est-a-dire 

9n k = gt - 9n k , ->■ £i ~ £2 = €, prefaiblement. 

D'apres ce qui precede on a (g nk , ft) ~~ (/t> Oj V t G G. finalement 

fc— >+oo 

pour tout G N fixe, la fonction t G G — > (g nfc , /J G C est continue, 

[9, chap.V, th. 20. 16]; on a done la fonction t — »■ est de premiere 

classe de Baire. 



Remarque 1. .Dans /a proposition^ on peut remplacer G par E un 
espace polonnais et la mesure de Haar m par une mesure // qui ne 
charge pas les points de E (en effet dans ce cas pour toute g G ^(E, //) 
V application t G E —¥ (g, f t ) G C sera continue). 

Remarque 2. Soit G = R; U application t G R ->• / t G L°°(R) es£ 
integrable au sens de Riemman sur chaque intervalle compact de R. 

Soit en effet a, 6 G R tel que a < 6; on a alors 

b 



X[t,+oo[(u)dt 



(aVw)-a, si a; < b 
b — a, si a; > 6 



il est facile de voir que pour tout n G N* et tout t = a, ti, ...,t n = b £ 
[a, b] avec t < ti < ... < t n on a 

n f £fc(u>) - a ; °fi *fc(u) < ^ < tfc( w ) + i, si co G [a, 

^^^[(w)^-^!) = < 0, si u < a 
k=i [ b — a, si u; > 6 

on deduit que 



s 
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n b 

Yj X[t kt +oo\{-){h - h-i) - J X[t,+ao[(-)dt 
fe=l a 

= SUp |w-tjfe( u )| 
0)£[a,6] 

< sup — . Cela implique que l'application t G R — > f t G 

l<fc<n 

L°°(R) est integrable au sens de Riemman sur [a, b] . 

Proposition 5. Soient L un compact de Rosenthal, X un espace de 
Grothendieck et T : X — )■ C(L) un operateur borne. Alors T est faib le- 
nient compact. 

Demonstration. II suffit de montrer que T* : [C(L)]* — > X* est faible- 
ment compact; pour cela soit (/i„)„>o une suite bornee dans [C(L)]*; 
(Pn )n>o et (^n)n>o son t deux suites bornees dans M + (L); par un 
argument analogue a celui de la proposition 0] on montre qu'il existe 
une sous-suite (nk)k>o telle Q ue fj, = /x+ — fi~ — > G [ C(L)1* , 

« « « fc— s>+oo 

prefaiblement. II en resulte que T* u n — >■ T*yU prefaiblement dans 
X*; comme X est un espace de Grothendieck, alors T*/i — > T*ji 

k k— >+oo 

faiblement dans X* , (cf. [4]). 

Pour la proposition suivante ainsi ses corollaires, E est un ensemble 
totalement ordonne. 

Proposition 6. Le compact K est totalement ordonne (c'est-a-dire que 
la topologie de K est definie par la topologie d'une relation totalement 
ordonnee). 

Demonstration. On definit sur K une relation d'ordre de la maniere 
suivante: 

V0i, 2 G K : 0i < 2 >ip (0i, t) < ip (0 2 , t) , Vt G £7. 



Montrons d'abord que (K, <) est totalement ordonne. Fixons 0i, 02 G 
K; supposons qu'il existe t G E verifiant V^i, t ) = et ^(02, to) = lj 
montrons que ip(9i,t) < ip(0 2 ,t) pour tout t E E. 

Soit en effet t G i£; si t < t on a '0(02, t) = 1, done ip(9i,t) < ip(0 2 , t). 

Si t > t on a if)(9i,t) = 0, il en resulte que ijj(6i,t) < ^(02, t), 
c'est-a-dire 0i < 02- 

D'apres ce qui precede (K, <) est totalement ordonne. Montrons 
que la topologie de l'ordre est la topologie de K. Comme la topologie 
de l'ordre est separee (car K est totalement ordonne) et que K est un 
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compact, il suffit de montrer que la topologie de l'ordre est moins fine 
que la topologie de K. Pour cela soit 9 G K fixe; considerons l'ensemble 

Z = {a G K; a<9} 

Z est un ensemble ouvert de K. Pour le voir soit a £ il existe 
t G E tel que if)(ao,t) = et ip(9,t) = 1. Posons 

iV = {/3e^; V0M) = o}. 

Montrons que N C Z (remarquons que a G AT); soit en effet /3 G N; 
il clair que (3 < 9 car ip{9,t) = 1 et if)(p ,t) = 0, cela implique que 
/3 G Z, c'est-a-dire N C Z. 

Par un argument analogue, on montre que {a G K; a > 9} est un 
ouvert de K. 

Corollary 1. C(K) admet une equivalente t p — Kadec — norme. 

Demonstration. C'est une consequence de la proposition [6] et le 
theoreme A de [8]. 

Corollary 2. On a Bor(C(K), ||.||) = Bor(C(K),r p ). 

Demonstration. II existe sur C(K) une equivalente r p — Kadec — 
norme (d'apres le corollaire [1]) ; en appliquant le resultat de [11] nous 
obtenons Bor(C(K), \\. ||) = Bor(C(K),T p ). 

Proposition 7. Si (E, tq) est separable et verifie la condition 2 de 
Vintrodution, alors K est separable. 

Supposons que (E, r ) est separable. 

Etape 1: Bi & une base denombrable. Soit (a n )„>o une suite dense 
dans (E, r ); pour tout m,n G N notons V m ,n = {0 E By, ip(9, a m ) = et ip(9, a n ) = 1} , 
U m = {9eB l ; tfj{9, a m ) = 0} et U' n = {9 G B x ; if(6, a n ) = 1} . Mon- 
trons que les ouverts sous la forme precedente forment une base (denombrable) 
de B t . 

Pour cela soient u, t G E et V u ,t = {9 G B X ] x/j(9, u) = et *) = !}• 
Fixons G V^^; remarquons que u est adherent h {x £ E; x < u} et 
t est adherent a {x G E; x > t} (car (E 1 , r ) verifie la condition 2 de 
l'introduction), done {x G E\ ip(<p,x) = 0} H {x E E; x < u} ^ 0, par 
consequent il existe m G N tel que ip(ip, a m ) = et a m < u; de meme 
il existe n G N verifiant que ^(v 9 ) a n) = 1 et a n > t. 
D'apres ce qui precede on voit que if G V mtTl C V U) t- 
Par un argument analogue a celui du precedent, on montre que pour 
tout ip G {9 G E; ip(9, u) = 0} (resp. pour tout ip G {9 G E; ip(9, t) = 1}) 
il existe m G N verifiant que ip G f/ m C {6 1 G £7; i/;(9,u) = 0} (resp. il 
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existe neN verifiant que if G U' n C {0 G A; ^(0, t) = 1}). II en resulte 
que B 1 a une base denombrable. 

Etape 2: X est un espace fortement de Lindelof. Soit hi : B 3 — > 
(E, Ti) la restriction de h a A 3 ; hi est une homeorphisme sur son im- 
age, done d'apres (i) B 3 est un espace fortement de Lindelof. Par une 
methode analogue on montre que B 2 est fortement de Lindelof. Finale- 
ment on a K = B\ U B2 U A3, B\ est fortement de Lindelof (car B\ a 
une base denombrable d'apres l'etape 1) et B 2 ,B 3 sont fortement de 
Lindelof. 

Etape 3: AT est separable. Soient W un sous-ensemble de E x E 
tel que pour tout (u, t)eW V Uyt = {9 G K; V>(0, u) = et ^(0, t) = 1} 
est fini, M le sous-ensemble de E tel que pour tout t G M Ut = 
{0 G X; i[)(6, t) = 0} est fini et M' le sous-ensemble de E tel que pour 
tout t G M' C/ t ' = {0 G AT; = 1} es t nm ! comme K est un espace 



fortement de Lindelof (d'apres l'etape 2) l'ensemble D 



(u,t)eVF 



U 



U A t 



U 



u c/; 

teM' 



est denombrable. 



D'autre part (A, r ) a une base denombrable, done h(B 2 ) et h(B 3 ) 
sont deux espaces separables de (A,r ). 

Designons par D[ un ensemble denombrable de E tel que h(D[) soit 
dense dans h(B 2 ), par A>2 un ensemble denombrable de E tel que h(D' 2 ) 
soit dense dans h(B 3 ) et par D" une suite dense dans B\ (d'apres l'etape 
1 B\ est separable). 

On se propose a montrer que D U D[ U D' 2 U A)" est dense dans AT. 
Soient (w, t) G A x A et K,t = {0 G AT; ^(0, «) = et i/>(6, t) = 1} , 
C/ u = {0 g AT; ^(0, «) = 0} et U[ = {9 G AT; ^(0, t) = 0}. 
Si (u, t) G A> on a K,t n (A> U £>£ U A> 2 U A>") ^ 0. 
Si (u, t) i D, l'ensemble {9 G AT; ^>(0, w) = et ^(0, f) = 1} n'est pas 
fini; on a alors, 



V U)t = {9 G £1; ^(0, u) = et ^(0, t) = 1} U {9 G A 2 ; ^(0, u) = et ip(9, t) = 1} 
U {9 G A? 3 ; ^(0, u) = et ip(9, t) = 1} 

Cas 1: {0 G A x ; ip(0,u) = et ip(9,t) = 1} n'est pas fini; ceci en- 
traine V U)t n A>" ^ 0, done K,t npU^UD^U A>") ^ 0. 

Cas 2: {0 G B 2 ; ip(9,u) = et ip(9,t) = 1} n'est pas fini; ceci en- 
traine que {0 G B 2 ; t < h{6) < u} n'est pas fini (car h" 1 {a} est fini 
pour tout a G A), done {0 G B 2 ; t < h{9) < u) H D[ ^ 0; comme 
{0 eB 2 ; t< h{9) < u) C K,t, on a K,t D (D U A); UD^U D") ^ 0. 
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Cas 3: {9 G B 3 ; t < h{9) < u} n'est pas fini; ce cas entraine aussi 
que K,t n(DUD;U^U D") 0. 

D'une fagon analogue on montre que U u D (D U D[ U D' 2 U D") ^ 
et U' t n(DU £>i UDjU £>") 7^ 0, par consequent K est separable. 

Corollary 3. Supposons que (E, r ) soit separable et verifie la condi- 
tion 2 de V introduction. Alors K est un compact de Rosenthal. 

Demonstration. La proposition [7] nous dit que K est separable, en 
appliquant la proposition [6] et le resultat de [18] on voit que K est 
homeomorphe a un sous-ensemble de [0, 1] x {0, 1}, ce dernier est un 
compact de Rosenthal. 

Remarque 3. a) L'espace (E,tq) est connexe si et seulement si E 
est complet pour I'ordre et E verifie la condition 2 de V introduction, 
( cf. [12] , remarque. (d) , p. 58) . 

b) Si 9i,9 2 G B 2 tel que h{6\) = h(9 2 ), alors 9\ = 6> 2 (remarquons 
que si 9\ ^ 9 2 , il existe t e E verifiant que ip(9\,t) ^ tp(9 2 ,t), cela 
entraine h{9\) ^ h{9 2 )). 

On rappelle que E = E U {— oo, +00} . 

Dans la proposition suivante, on suppose que —00, +00 ^ E, la 
demonstration est analogue si —00, +00 G E. 

Proposition 8. Supposons que (E y <) est un ordre complet. Alors 
V application h : K — >■ (E,tq) est continue. 

Demonstration. Traitons le cas {9', 9"} C Bi, comme (E,<) est 
complet (d'apres la proposition [1]), alors B\ = {9', 9"} . 

Soit a G E et V = {t G E; t < a} (on suppose que V 7^ 0); on se 
propose de montrer que h~ l (V) est un ouvert de K. Pour cela soit 
9 G h^iV); nous distinguons trois cas: 

cas 1, 9' = 9 G h^iV) : il existe G E tel que (3 < a; notons 
C — {(p G K; ip{tp,f3) = 0} ; C est un ouvert de K et & G C. D'autre 
part si (p G C on a /i(<^) < f3 < a, ceci implique que C C 

cas 2, 6* G _B 2 : on a alors /i(6') < a; notons N = {t <E E; t < a}, N 
est un voisinage de h(9), par la definition de h{9) il existe 7 G E tel 
que 7 < a et i/j(9,j) = 0. Notons C = {</? G K; ^(cp,j) = 0} , il est 
clair que C est ouvert contenant 9 et C C /i _1 (V r ). 

cas 3, G -B3: posons C = {f G ip{ip,h{9)) = 0} ; C est un 
ouvert contenant # et C C 

Par un argument analogue a celui du precedent on montre que h~ l {V) 
est un ouvert de K, si V = {t G E; t > a} , d'ou la proposition. 
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Thorm 1. Supposons que (E, <) est un ordre complet. Alors il ex- 
iste une homeomorphisme d 'ordre de K sur [h(B 2 U {#"}) x {1}] U 
[h(B 3 U {&'}) x {0}] muni de la topologie de V ordre lexicographique. 

Demonstration. Considerons le cas B\ = {9', 9"} . On definit T : 
K —>E x {0,1} par 

T(6>) = { th(9), 0), si 1 1 % U {<?} }> 9eK - D ' a P r ^ la remarqne 
[3] (b) T est injective, il suffit done de montrer que T est continue. Pour 
cela soit (a, 0) E Ex {0, 1} et V = { (x, y) EE x {0,1}; (x, y) < (a, (3) } . 
Montrons que T~ l {V) est un ouvert; distinguons deux cas: 

cas 1, f3 — : il clair que T _1 (V) = E E; t < a}) qui est 

ouvert d'apres la proposition [HJ 

cas 2, (3 = 1 : soit 9 E T _1 (V r ); nous avons alors (h(6),ijj(8, h(8)) < 
(a, 1); si h{9) < a on pose C = h~ l {{t E E; t < a}); C est un ouvert 
contenant 6 et C E T~ l (V). 

Si h{9) = a on a ^(0, fc(0)) = on pose C = {ip E K; ip((p, h{9)) = 0} ; 
il est evident que C est un ouvert contenant 9. On se propose de mon- 
trer que C C T~ l {V); en effet, 

soit ip EC; e'est-a-dire ip(<p, h{9)) = 0, il en resulte que h(ip) < h(9), 
si h(ip) = h{9) = a, on obtient (h(ip),i/;(ip, h(ip)) < (a, 1). 

Si h({p) < h{9) = a, on a (h(ip), ip(<p, h(tp)) < (a, 1). Par consequent 
C C T^tV) et T~\V) est un ouvert de K. 

Soit maintenant (a, (3) E E x {0, 1} et = {(x, y); (x, y) > (a, /?)} ; 
montrons que T _1 (V) est un ouvert; en effet, 

cas 1, f3 — 1 : il est facile de voir que T _1 (V) = G E; t > a} 

qui est ouvert de K d'apres la proposition [HJ 

cas 2, (3 = 0; considerons # G T _1 (V); cela implique que (h(9),ip(9, h{9)) > 
(a,0), si h{9) > a, on choisit C = h~\{t EE; t > a}) C T _1 (V); C 
est un ouvert contenant 

Si h{9) = a, alors ip{9, h{9)) = 1; notons C = {ip; i/;(<p, h(9)) = 1} , 
C est un ouvert contenant 9 ; soit <p E C; si = /i(<^) on a 

{{h{9),ip{9, h{9)) > (a,0), finalement si h{9) < h(ip) on a encore 
({h{9), ^(9,h(9)) > (a,0), done C C T" 1 ^) et T~\V) est un ou- 
vert de K. 

Montrons que T est une homeomorphisme d'ordre. 

Soit 9,{p E K tel que 9 < <p; il existe t E E verifiant que ^(6', t) = 
et if>((p,t) = 1, si < h((p) on a T(0) < T((p). Si = h(<p), alors 
/t(^) = = t, done 6 1 G -B3 et ip E B 2 , par conseqeunt T{9) < T(<p) 

Supposons que T{9) < T((p); ou bien h{9) < h(ip), ou bien h{9) = 
h(ip), 9 E B 3 et (p E B 2 on conclut que 9 < ip. 



FONCTIONS CONTINUES SUR UN COMPACT TOTALEMENT ORDONNE 13 

Corollary 4. Supposons que (E, <) soit un ordre complet et la restric- 
tion deh a Bj est surjective sur E, j = 2, 3. Alors K est homeomorphe 
a Ex {0,1}. 

En particulier si \x verifie les hypotheses de la proposition [21 K est 
homeomorphe a E x {0, 1} . 

Corollary 5. Supposons que G soit un groupe polonnais verifiant (*) 
et (G, <) est un ordre complet. Alors K est homeomorphe dG x {0, 1} . 

Demonstration. II suffit de remarquer que la mesure m verifie les 
hypotheses de la proposition [2] ( car tout ouvert de G est de mesure 
non nulle). Par consequent la restriction de h a Bj est surjective, 
j = 2, 3, d'apres le corollaire H] K est homeomorphe k G x {0, 1} . 

Proposition 9. Supposons que (E, To) soit connexe separable, le sup- 
port de /i n'est pas denombrable et la restriction deh aB^ est surjective 
sur E. Alors B 3 n'est pas universellement mesurable. 

Demonstration. Supposons que h\, B% — >(E,n) la restriction de h 
a B 3 est surjective sur E; il est clair que hi est une homeomorphime. 
Supposons maintenanat que B% est universellement mesurable, c'est- 
a-dire (E,Ti) est universellement mesurable. D'apres (iii) fi est une 
mesure borelienne sur (E, Ti), done /i est normale (cf. [15]) (car (E, T\) 
est fortement de Lindelof d'apres (i)); en appliquant le resultat de [15] 
on voit que \i est une mesure de Radon sur (E, 7~i), mais tout compact 
de (E, Ti) est fini, ceci implique que le support \x est denombrable ce qui 
contredit l'hypothese. Par consequent B 3 n'est pas universellemeent 
mesurable. 

Remarque 4. Dans la proposition precedente on peut remplacer B% 
par B2. 

Sous les hypotheses de la proposition [9] on a la proposition suivante: 

Proposition 10. La fonction ip : (K x (E,r )) — > {0,1} n'est pas 
borelienne. 

Demonstration. Montrons d'abord que 

Bor(K) ® Bor(E) = Bor(K x E). 

Pour le demontrer, soit (Ek)k>o une base denombrable de la topologie 

de (E, t ) et V = U x Wi, (les Ui sont des ouverts de K et les Wi 

iei 

sont des ouverts de E); pour tout i G /, il existe un sous-ensemble Mj 
de N 
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tel que Wi = U E k , done V = U 



{UUi)x E k ) 



, ou Y k 



{i; k G Mi} . On conclut que 

V G Bor(K) <g> Bor(E). 

Maintenant supposons que ip est borelienne. L'application a : K — 
Bi ^ K x E definie par a{9) = (0, h(6)), 9 G K — B x est borelienne 
(car Bor(K) £g> Bor(E) = BoriK x E) et h est continue d'apres la 
proposition [8]) par consequent ipoa est borelienne, done {ipoa)^ 1 {1} = 
B2 est un borelien de K, ceci est impossible d'apres la remarque H] (car 

est radonien et un borelien de K est universellement mesurable). 

Dans la suite G est un groupe polannais connexe. 

Remarque 5. a) Pour tout 9 G B 2 {9 t \ t G G} = B 2 . En effet, soit 
ip G B 2 ; il existe t G G tel que h({p) = h{6 t ) (car h(9 t ) = h{6) — t 
d'apres le lemmeU^, par consequent ip = 6 t . 

b) II existe une suite (9 n ) n > dans B 2 qui est dense dans K; pour 
le voir considerons (6 l n ) n > une suite dans B 2 telle que {h{6 n )) n >Q 
soit dense dans G (la demonstration du corollaire |5] nous montre que 
la restriction de h a B 2 est surjective). Soit t G G; notons V = 
{9 G K; ipiO^t) = 1}; choisssons 9 G K tel que t < h(9), il existe 
9 n G B 2 verifiant que t < h{9 n ), done 9 n G V. 

c) Soient r' la topologie de la convergence simple restreint a B 2 sur 
C(K) et L un r'— compact; alors L est metrisable. 

En effet, definissons l'application F : (L, r') —> C N par F(g) = 
(g(9 n ))n>o, 9 ^ L, ou (6' n ) n > est une suite fixee dans S 2 dense dans 
K. On remarque que F est continue et injective. Comme F(L) est 
homeomorphe a L et -F(L) est metrisable, alors (L, r') est metrisable. 

V V V s v 

Pour tout 9 G -ft", on definit 9 <E K par 0(g) = 0(g), ou g(x) = g(— x), 

v 

x G G, g G C(if); on remarque que si G £?2 G -B3. 

Proposition 11. Pour tout 9 E B 2 l'application U' e : G ^ K x K 

v 

definie par U' e (t) = (9 t , (0)t) n'est pas borelienne. 

Demonstration. Supposons qu'il existe G B 2 tel que U' e soit une ap- 
plication borelienne; choisissons un sous-ensemble H de G qui n'appartient 
pas a la tribu borelienne de G. Definissons l'ouvert V par 

V = U {(p G K - £1; VO, -« + ^W) = l}xi^ g K-Bi, if>((p, -u + /i(0)) = 
on a alors 
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(Ug)-\V) = U It G G; i/}(0 t , -u + h(9)) = 1 et 4>((9) t , -u + h(9)) = 
= U {u} = H, 

V V 

(car h((9) t ) = h((9) — t, pour tout t G G d'apres le lemme [TJ, cela 
implique que H est un ensemble borelien de G, ce qui est impossible. 

Corollary 6. La tribu borelienne sur K x K contient strictement 
Bor(K) <g) Bor(K). 

Demonstration. Supposons que la tribu borelienne sur K x K est 
egale a la tribu produit; ceci implique que l'application U' e est borelienne, 
ce qui contredit la proposition [TTJ 

L. Lindenstrauss et C. Stegall, [16] ont montre qu'il existe un es- 
pace de Banach X qui ne contient pas £°° isomorphiquement et une 
application S : {0, 1} N — > X scalairement mesurable et qui n'est pas 
faiblemant equivalente a une fonction mesurable. Dans la proposition 
suivante, on fournit un autre type d'exemple. En effet, la fonction 
consideree dans la proposition [12] est integrable au sens de Riemman. 

Proposition 12. L'application A : t G M — > f t E (C(K),r p ), n'est 
pas borelienne, (done elle ne pent pas etre faiblement equivalente a une 
fonction mesurable). 

Remarque 6. D'apres la proposition^ A est scalairement mesurable. 

Demonstration de la proposition [12] Soit a G M— {1}; choisissons 
tp G B 2 et Lp 1 G B 3 tels que h({p ) = h^ip-^) = a. Posons 

V a = {ge C(K); \g(<p ) - 1| < 1, et | g(<p x \) < 1} . 

Comme hr 1 (y a ) = {a} , l'application A ne peut pas etre borelienne. 

Proposition 13. i7 existe sur C(K) une topologie separee r' moins 
fine que la topologie r p et deux sous-C* — algebres Y\ et Y 2 de C(K) 
tels que 

1- (C(K),j j ) n'est pas universellement mesurable. 

2- (C(K),t p ) = (Y 1 ,t p ) <B (Y 2 ,r p ). 

3- (Yi, T p ) est isomorphe a (Y 2 ,t p ). 

4- (Y v t p ) = (Y„t'),j = 1,2. 

5- (Fi, t') n'est pas K — analytique. 

6- Bor(C(K),T r ) <8) Bor(C(K),r') + Bor{C{K) x C(K),r' x r') 

7- La projection P : (C(K),r') — > (Yi,r') n'est pas borelienne. 

Demonstration de 1. Soit r' la topologie definie dans la remar- 
que 0(c); cette topologie est separee. Definissons l'application n : 
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{{ft, t G G} , t') — »■ B 2 par n{f t ) = 9 t , t G G (oil 9 est un point fixe de 
B 2 ); d'apres la remarque |3]-(a) 7r est surjective. II est clair que n est 
une homeomorphisme. 

D'autre part B 2 est un espace fortement de Lindelof; on en deduit 
que l'ensemble {f t ; t G G} est un espace fortement de Lindelof pour 
la topologie r'. Soit A : G — > {C{K),t') l'application definie par 
A{t) — ft, t E G; remarquons que A est une application borelienne. (car 
{f t ; t G G} est fortement de Lindelof). Supposons maintenant que 
{C{K),t') est universellement mesurable. 

Notons 7 = A(m) {m la mesure de Haar sur G) 7 est une mesure nor- 
male (car {f t ; t G G} est un espace fortement de Lindelof). L 'espace 
{C{K),t') est universellement mesurable en appliquant le resultat de 
[15] on voit que 7 est une mesure de Radon. D'autre part d'apres la 
remarque [5]-(c), tout compact de {C{K),r') est metrisable, le resultat 
de [5, rem. (c)] nous dit qu'il existe un compact L de G, tel que la 
restriction de A a I soit continue et m{L) > 0; de l'autre cote ir est 
une homeomorphisme, il en resulte que l'application t G L — > 9 t G B 2 
est continue, par consequent {9 t ; t G L} est fini, (car cet ensemble est 
un compact de B 2 ); ce qui est impossible. Done {C{K),t') n'est pas 
universellement mesurable. 

Demonstration de 2. Soit Y\ le sous-espace forme des fonctions 
symetriques dans C{K) et Y 2 le sous-espace forme des fonctions an- 
tisymetriques dans C{K); comme pour toute g G C{K) on a g = 

{g + g)/2 + {g- g)/2, alors (C{K), r p ) = {Y u r p ) © {Y 2 , Tp ). 

Demonstration de 3. On definit l'operateur U : (Y"i,r p ) — > {Y 2 , r p ), 
par U{g){t) = {f^Jf^}, 9 G Y\\ remarquons que U{g) = g X 
^{iGG; t>o} _ 9 x ^{teG; t<o}, ^9 G Y\] il en resulte que U est un iso- 
morphisme. 

v 

Demonstration de 4- Pour 9 G B 2 et 51 G Yi on a g{9) — g{9) ; 
cela implique que (Yi,t) = (Y"i,r p ). Soit {gi)i & i une suite generalisee 
dans F2 telle que gi{9) — > (7(6*), pour tout # G i?2, oil (7 G Y2; il est 
facile de voir que U^ 1 {g,i){9) — > U^ 1 {g){9), pour tout # G -B2, done 
U^ 1 {g i ){9) — > U^ 1 {g){9), pour tout 9 <E K, par consequent ^ — >■ (? pour 
la topologie r p . II en resulte que (F 2 , r ') = (^2? T P )- 

Demonstration de 5. Supposons par l'absurde que {Yi,r') est K — 
analytique; d'apres (3), {Y 2 , r') = {Y 2 ,r p ) est K — analytique, done 
{C{K),t') est K — analytique; d'apres le resultat de [2] , {C{K),r') 
est universellement mesurable, ce qui est impossible d'apres (1), done 
(Yi, t') n'est pas K — analytique. 
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Demonstration de 6. Supposons que Bor(C(K), r')<8Bor(C(K), r') = 

v 

Bor(C(K) xC(K), r'xr'); pour t G Gposons w t = ft+(ft)\ l'application 

0! : t G G -> (/*,(/*)) G (C(K) x C(K),t' x r') est borelienne 
(car Bor(C(K),T') ® 5or(C(iO, r') = Bor{C{K) x C(K),t' x t')); 
defmissons une autre application 2 : (C(i^) xC(K), r'xr') — >■ (C(fC),r / ), 
par 2 (g, M ) = # + n 5 (fiS n ) e C(K) x C(K); 2 est continue, done elle 
est borelienne. II en resulte que 2 o <p 1 est borelienne; ce qui est en- 
traine que l'appliction t G G — > w t G (Yi,t') = (Yi,r p ) est borelienne; 
de 1' autre cote Bor{Yi,r p ) == Bor{Y\i ||-||), d'apres le corollaire [2], par 
consequent l'application t G G — > Wt G Y\ est fortement mesurable, 
ceci est impossible car — Wf\\ > 1, pour tout t, t' G G, verifiant 
t 7^ t' et G n'est pas denombrable. 

Demonstration de 7. Supposons que la projection P : (C(K),r') — > 
(Y"i,r') = (Y,r p ) est borelienne; remarquons que l'application t G 
G — > ft G (C(K),T r ) est borelienne; il en resulte que l'application 
i G G — > Pf t = w t /2 G (C(K),r p ) est borelienne, on a vu au cours 
de la demonstration de 6 que ceci est impossible, done P n'est pas 
borelienne. 

Remarque 7. L'espace (Yi,r p ) n'est pas souslinien, (cf. [3]); pow 
Ze iwr il suffit de voir que la trace de la topologie de la norme sur 
{w t ; t G G} est la topologie discrete. 

Remarque 8. La demonstration de la proposition ( 6) nous mon- 
tre que I'enssemble {g : G — >■ C(K),t'); g est borelienne} , n'est pas un 
espace vectoriel. 

Remarque 9. D'apres le resultat de [24] on a 

Bor(C(K),T p ) ® Bor{C{K),r p ) = Bor{C{K) x C(K),r p xr p ), 
sous Vhypothe.se du continu 

Dans [22] on montree sous I'axiome de Martin, que V espace (C(L), t p ) 
est universellement mesurable, ou L est un compact de Hausdorff. La 
proposition suivante, nous montre qu'on pent supprimer I'axiome de 
Martin pour les compacts de Rosenthal. 

Proposition 14. Soit L un compact de Rosenthal. Alors (C(L),t p ) 
est universellement mesurable. 

Demonstration. II suffit de montrer d'apres [15, th.3.2] que toute 
mesure de probability normale sur (C(L), r p ) est une mesure de Radon. 
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Soit fx une probability normale sur (C(L),r p ); on peut supposer que fx 
est portee par la boule unite de (C(L), ||.||). Notons V le sous espace 
vectoriel engendre par les elements de L dans le dual de (C(L), ||.||); 
pour y <E V soit if y l'hyperplan defini par y dans C(L), c'est-a-dire, 

H y = {geC(L); (/,y) = 0}. 

Considerons l'ensemble /' forme des elements y G V, verifiant fx(H y ) = 
1 et l'intrersection des H y lorsque y G i 7 . Comme fx est normale on 
a fx(Efj) = 1. Pour tout y G L notons 

[ 2 /] = {xGL; (/,y) = (/,*), V/G^}; 

Suppososns que [y] = [y'] , //— presque-partout, (y,y' G L); montrons 
que [y] = [y 1 ] partout. En effet, l'hyperplan H y - y i est de mesure est 
egale a 1, done H y _ y i contient E^, par consequent pour toute / G E^, 
[y] (/) = (/,?/) = (/,</) = [</] (/)■ Notons L M = {[y] ; y G L} ; est 
un compact pour la topologie de la convergence simple. 

On definit l'application U : L M — >■ par £/( [#])(/) = /(x), 

x G L, / G E 1 ^. D'apres ce qui precede {7 est une application injective. 

Montrons que U est une application continue. Pour le voir soit F 
un ferme de L 1 (£' At ,/x) et [x] est un point adherent a L est 

un compact de Rosenthal, done il est angelique, (c/. [1]), on conclut 
qu'il existe une suite ([x n ])ra>o dans U^ 1 (F) convergeant vers [x] dans 
L M ; en appliquant le theoreme de la convergence dominee, on voit que 
[/([#„]) — > U([x]); par consequent C/([x]) G F, ce qui nous mon- 

tre que U est une homeomorphisme sur son image, c'est-a-dire est 
metrisable. 

D'apres le raisonnement precedent (C(L M ), ||.||) est un espace polon- 
nais, done Bor{C(L^), \\.\\) = Bor{C{L^), t p ); d'autre part (C(L jU ), ||. ||) 
est radonien, ([14, chap. II, p.92]) et (£' /1 , r p ) est un sous-espace ferme 
de (C(L /i ),r p ); il en resulte que (E M ,r p ) est radonien; c'est-a-dire fx est 
une mesure de Radon. 
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sdorff . La proposition suivant montre ce resultat pour les compacts 
de Rosenthal sans l'hypothese de Martine. 
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Abstract. In this work we construct compact totally ordered 
spaces K . In a particular case we show that there are tow sub- 
C* — a lg ebras Y\ , Yi and a topology r' which is weaker than the 
t p topology such that (Y,-,r p ) = (Y, ,t'), j = 1, 2, (C(K ), r p ) = 
(YxjTp) © (Y2,T p ) and (C(K),t') is not universally measurable. 



Continuous functions on compact totally ordered spaces 

O-Intoduction 

Dans [17] on montre que si K est un compact totalement ordonne 
separable, alors K est homeomorphe a un sous-ensemble de [0, 1] x 
{0, 1} muni de la topologie de l'ordre lexicographique (cette homeomorphisme 
conserve l'ordre). 

Dans ce travail nous construisons des compacts K totalement or- 
donnes (pas necessairement separables) a partir d'un ensemble de reference 
E totalement ordonne et d'une mesure \i sur E. 

Nous prouvons que si (E, <) est une ordre complete (c'est-a-dire 
tout ensemble majorant dans E admet un supremum), alors il existe 
une homeomorphisme d'ordre de K sur un sous-ensemble de E x {0, 1} 
muni de l'odre lexicographique 

Dans un cas particulier, nous montrons qu'il existe sur C(K) une 
topologie separee r' moins fine que la topologie r p et deux sous-C* — 
algebres Y x , Y 2 de C(K) tels que (Yj, r') = (Yj, r p ),j = 1, 2, (C(K), r p ) = 
(Yi,t p ) © (Y 2 , Tp) et (C(K),t j ) n'est pas universellement mesurable. 
Signalons le resultat obtenu par M.Talagrand, [22] que (C(L),t p ) est 
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universellement mesurable sous l'axiome de Martine, ou L est un com- 
pact de Hausdorff. 

Soient L un compact de Hausdorff et C (L) l'espace des fonctions 
continues sur L. II est difficile de decider si, la tribu borelienne faible 
coincide avec celle pour la topologie de la convergence simple sur C (L) 
(cette topologie sera notee t p ). Si on remplace la topologie de la cov- 
ergence simple par la topologie forte, M.Talagrand, [23] a montre qu'il 
existe un compact L tel que Bor(C(L ), ||.||) ^ 

(C(L ), faible), (C(L )=e°°). 

Dans [II] , on montre que si, le compact L est totalement ordonne, les 
trois tribus mentionnees ci-dessus sont coincides sur C(L). Un resultat 
plus general a ete obtenu par M.Raja, [18] est le suivant: 

s'il existe sur C(L) une equivalente r p — Kadec-norme, alors Bor(C(L), ||.||) = 
Bor(C(L),r p ). 

Signalons que si L est un compact de Rosenthal l'existence d'une 
equivalente r p — Kadec — norme sur C(L) est un probleme ouvert. 

Soit X un espace de Banach; on designe par X* le dual de X. Pour 
tout x G X et tout x* G X* on note (x,x*) = x*(x). 

Soit P un espace polonnais, (cf. [14] ,p.92); B 1 (P) designe l'espace 
des fonctions de permiere classe de Baire. On munit Bi(P) de la topolo- 
gie de la convergence simple sur P. 

Definition 1. Soit L un compact de Hausdorff. 

a) L est un compact de Rosenthal, s'il existe un espace polonnais P 
tel que L s'injecte continument dans Bi(P), (cf. [6]). 

b) C(L) admet une equivalente r p - Kadec — norme, s'il existe une 
norme equivalente p sur C(L) telle que la topologie forte et la topologie 
r p coincide sur {x e X; p(x) = 1} . 

Definition 2. Soit X un espace de Hausdorff. 

a) X est radonien, (cf. [14] ,p.H7), si toute mesure borelienne bornee 
sur X est une mesure de Radon. 

b) X est un espace K-analytique, si X est Vimage continue d'un 
K aS , (c/.[2]-[19]). 

c) X est analytique si X est l'image continue d'un espace polonnais, (cf. [14] , chap. II ,p.96). 
Soit (E, <) un ensemble totalement ordonne; la topologie de l'ordre 

t est la topologie engendree par les intervalles sous la forme, 

{x G E; x < a} , ou sous la forme, {x G E; x > b} , a,b G E. Noter 

que cette topologie est separee. 

Designons par T\ la topologie engendree par les intervalles sous la 

forme, {x G E; x > a} ou sous la forme, {x G E; x < b} , a, b G E 

(cette topologie est separee). Supposons que 
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1) La topologie r est separable.. 

2) Pour tout a,b G E avec a < 6, il existe c E E verifiant a < c < b 
alors, 

(i) (E,Ti) est un espace de fortement de Lindelof (c'est-a-dire tout 
ouvert de (E, T\) est un espace de Lindelof). 

L 'argument qui nous permet de montrer (i) est analogue a celui de 
[12,p.58,59]. 



En effet, 

(E, To) est separable, done d'apres (2) il existe une base topologique 
denombrable de (E, r ) formee des intervalles ouverts. 

Soient {]dj,6j] ; < bi et i G /} , une famille d'intervalles dans E, 

U = U ]a i: bi] et V — U ]a i: bi[. Designons par J le sous-ensemble de I 

iei ' iei 

tel que {bj] j G J }nV = 0. On remarque que }a.j,bj[n ]aj/,bj/[ = 0, si 
3 7^ j' i did' G J ; en utilisant que (E,tq) est separable et la condition 
(2) on voit que J est denombrable. D'autre part (E, r ) a une base 
denombrable, il existe done un sous-ensemble denombrable J' de / tel 



que V = U ]aj,6j[. D'apres ce qui precede on a U 

i<=J' 



.LJ t ]a h bi] 



U 



U ]a,i,bi 
ieJ 



Si U = U {x G E; x < bi} , par un argument analogue a celui du 

iei 

precedent on montre qu'il existe un sous-ensemble denombrable J de J 
tel que U — U {x G E; x < h} . II en resulte que (E, T\) est un espace 

fortement de Lindelof. 



(ii) E x {0, 1} est un espace fortement de Lindelof muni de l'ordre 
lexicographique. On signale que l'ordre lexicographique definie sur E x 
{0, 1} de la maniere suivante: 

(r,i) < (s,j) si et seulement si r < s ou r = s et i < j, V(r, i), 

( s ,j)e[o,i]x{o,i}. 

Pour voir (ii) remarquons d'abord que Ex {0, 1} = Ex {0}UEx {1} . 
D'autre part E x {0} est homeomorphe k E x {1} (Ex {0} et E x {0} 
sont munis de la topologie induite sur Ex {0, 1}). Finalement il suffit 
de remarquer que E x {0} est homeorophe a (E,ti) qui est fortement 
de Lindelof d'apres (i). 

(Hi) Bor{E,T ) = Bor(E, T\). 

Remarquons d'abord que (E,t ) est moins fine que (E, Ti), done 
Bor(E,T ) C Bar(E,T X ). 
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Pour montrer l'inclusion inverse, il suffit de remarquer que tout ou- 
vert de (E,Ti) est un borelien de (E,t ) (car (E, Ti) est fortement de 
Lindelof), il en resulte que Bor(E,Ti) C Bor(E,r ), d'ou 

Bor(E, Ti) = Bor{E,T ). 

Dans la suite < est une relation totalement ordonne sur E. 

Soit \i une mesure (positive) borelienne sur (E, To); designons par 
ft la fonction caracteristique de {v E E; v > t} et par A la sous-C*- 
algebre de L°°(fi) (avec unite) engendree par les ft, t E E et K l'ensemble 
des caracteres sur A (K est un compact pour la topologie a(A*,A) et 
A = C(K), (c/.[7]-[20])). Definissons la fonction i\) : K x E ->■ {0, 1} , 
par 

ip(9,t) = e(ft), 9eK etteE. 

Notons i?i = {# G X; l'application t G (E,r ) — > ip(6,t) est continue} . 

Soit 8 G K — B\, si {£ G -E; ip(6,t) = 0} n'est pas ferme, notons /i(^) 
un point dans E adherent a {t G E; ip(9,t) = 0} et ip(9, h{6)) = 1. Ce 
point est unique, en effet, 

Supposons qu'il existe h'(9) possedant de la propriete de h(9) et 
h(6) < h'{6). L'ensemble {t G E; t < h'(6)} est un voisinage de h(6), 
done il exise u < h'(6) verifiant que vfj(8,u) = 0, ceci est impossible car 
ip(9, h'{6)) = 1. Par conseqeunt h{6) est unique. 

Si {t G E;ip(6,t) = 1} n'est pas ferme, on designe par h{9) l'unique 
point adherent a {t G E; ip{6,t) = 1} tel que ip{6, h(9)) = 0. 

Notons B 2 = {9 G K - B ± ; ^j(9, h(9)) = 1} et B 3 = {9 G K - B 1 ; ^j(9, h(9)) = 0} . 
Montrons que 

h(9) = sup {t G E; iP(9, t) = 1} , V9 G K - B x (0.1) 
Pour cela soit 9 G K — B\. 

Cas 1, 9 G B 2 : si v G {t G E; ip(9,t) = 1} , alors v < h(9) (car si 
v > h(9), il existe u G E verifiant que v > u et ip(9,u) = 0, ce qui est 
impossible). 

Considerons a G E tel que v < a, pour tout v <E {t <E E; ip(9, t) — 1} , 
il est clair que a > /i(#). 
II en resulte que 

h(9) = sup{t G E; ijj(9,t) = 1}. 

Cas 2, 9 <E B 3 : remarquons d'abord que si v G {t G E\ ip(9, t) — 1} , 
alors f < /i(^). Supposons que a E E verifiant v < a, pour tout v G 
{t G E; ip(9,t) = 1} , alors h{9) < a, car si h{9) > a, par la definition 
de h(9), il existe t E E tel que t > a et ip(9, t) = 1, ce qui est impossible, 
par consequent 



PROBLEMES DE MESURABILITES 



5 



h(6) = sup{t G E; ip(9,t) = 1} . 

Supposons que le plus grand element et le plus petit element n'existent 
pas dans E; notons E = E U {— oo,+oo}. E devient totalement or- 
donne admettant — oo comme plus petit element et +00 le plus grand 
element (si —00, +00 G E, E = E). 

S'il existe 9' G K tel que ^{9',t) = 0, Vt G E on pose h(9') = -00 
et s'il existe 9" G K tel que ip{9" ,t) = 1, Vt G E on pose = +00. 

Proposition 1. .Supposons que E est une ordre complete ; alors B\ C 
0"} • 

Demonstration. Soit 9 E Bi, suppsons que 9 ^ {9', 9"} , c'est-a- 
dire {t G -E; ip(9,t) = 1} et {f G -E; ip(9,v) = 0} ne sont pas vides. II 
en resulte que pour tout u G {v G E; ip(9,v) = 1} on a a' > u, si 
u' G {t E E; ip(9,t) = 0} ; comme (E, <) est une ordre complete on 
voit que sup{t G E\ ip(9,t) = 1} existe ce qui entraine que 9 £>i, 
ceci est impossible, done B\ C {9' , 6 1 "} . 

Example 1. Soit E = G un groupe localement compact abelien, 
(cf. [9]); supposons que la topologie de V ordre est moins fine que la 
topologie de G . Notons m = fi la mesure de Haar sur G. 

Pour g G C(K) C L°°(G) , 9 G K et t G G, on definit g t G C(K) par 
gt{u) = g(u — t), pour presque tout u G G et 9 t G if par #t(r) = #(r 4 ), 
rGC(fO. 

Notons /' la fonction caracteristique de {t G G; t > 0} . 
Lemma 1. Suposons que G verifie la condition (*) suivante: 

x<y -^^x — y<0, x,yEG. (*) 

Si B 2 0, a/ors h(9 u ) = h{9) - Ul VueG etV9e B 2 . 

Demonstration. Comme G verifie la condition (*) on a (f')t = ft- 

Soit 9 G B 2 ] fixons u,t G G tels que ip(9 u , t) = 1; on a alors ^(6 I , t + 
m) = 1, done h(9 u ) < h(9) — u. 

Soit £ G G tel que ip(9,t) = 1; on a alors ip(9 u ,t — u) = 1, Vu G G, 
par consequent ^(^u) > /i(^) — m,. On conclut que h(9 u ) = h(9) — u. 

Example 2. Soient E = [0, 1] et fi la mesure de Lebesgue sur E. 

Le corollaire|l]nous montrera que K s'identifie dans C6 CcLS £L l'intervalle 
eclate [0, 1] x {0, 1} (muni de la topologie de l'ordre lexicographique) . 
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Example 3. Soit E un ensemble totalement ordonne, r la topolgie 
disrete sur E et ^ la mesure definie par fi{a} = 1, pour tout a G E. 
Remarquons que Cq(E) est une sous-espace de Banach isometrique de 
C(K). 

Proposition 2. . Supposons que ||/ t — I = 1> pour tout t,t' G 
E avec t ^ t' et H/tH^oo^ = 1, pour ioui t £ E, alors la restriction de 
h a B% est surjective sur E. 

Demonstration. Soit t G E; on definit a(£) = une forme lineaire 
sur A par 9(f u ) — 1, si u < et = 0, si w > t. 

Montrons que # est continue sur A. 

n 

Soit g = ^Joj/tj + «o, les ctj G C et les tj G E, avec i n < £ n _i < 
i=i 

.... < t±. Supposons que t n <t < t n _i, on a alors 

n 

9{yajft^) = a + ««• D'autre part 
i=i 

?! 

= 2^ a i/tj + a o = («1 + «o)/ti + «2/ti + («2 + ao)^]t 2 ,ti] + •••• + «n/ti + 

(a„ + oi )X]t 2ltl ] + ....(a n + a )X] tnttn _ 1 ]. 

D'apresl'hypotheseona \a n + a \ < \\g\\ Loo , s,donc\9(g)\ < ||fl , || Z)t x>( A1 ) 
. Si tj < t < tj-i on montre par un argument analogue que \9(g)\ < 
WgWiooQA (on peut egalement traiter le cas t > tx, et le cas t < t n ). II 
est clair que 9 est un caractere et h(9) = t. 

Soit L un compact de Hausdorff; designons par M + (L) l'espace des 
mesures de probabilites de Radon sur L. 



Proposition 3. Supposons que (E, tq) est un espace analytique; alors 
K est un compact de Rosenthal. 

Demonstration. Comme (E, r ) est analytique, il existe un espace 
polonnais P et H : P — > (E, r ) une application continue. 

Soit 9 G B 2 \ d'apresEHon a {t G E; ^(9, t) = 1} = {t G E; t< h(9)} , 
done {t G E; ip(9, t) = 1} est un ferine de (E, r ), par consequent {t G E; ip(9, t) 
est un ouvert de (E, r ); on deduit que la fonction 9 o H : x G P — > 
ip{9,H(x)) G K est de premiere classe de Baire, (cf. [1]) (car tout ou- 
vert de P et un F a ) 5 un raisonnement analogue nous montre que pour 
tout 9eB 3 9oH: xeP^ ip(9,H(x)) G R est une fonction de 
premiere classe de Baire. 
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D 'autre part K = Bi U B 2 U B 3 , il en resulte que pour tout 9 G 
K, 6 o H : x E P — > ip(0, H(x)) G R est une fonction de premiere 
classe de Baire. Soit II : K — > £>i(-P) l'injection definie par U(9)(x) = 
ip{6, H(x)), 9 G K, x G P; H est continue, ce qui entraine que K est 
un compact de Rosenthal. 

Dans la suite (sauf mention contraire), le symbole G designe un 
groupe localement compact non denombrable , la topologie de l'ordre 
est moins fine que la topologie de G et G verifie la condition (*). 

Proposition 4. Considerons G un groupe polonnais; alors pour toute 
£ G [C(iT)]* I 'application t G G — > (/t,£) £ C es t de premiere classe de 
Baire. 

Demonstration. Soit £ G [C(ZT)]* ; onpeut supposer que £ G M + (K)); 
par le theoreme de Hahn-Banach il existe £' G -Bl°°(g)* Q u i prolonge £; 
par consequent il existe une suite (g n )n>o dans la boule unite de L^iG) 
telle que g n — > £ prefaiblement dans [L°°(G)]* (ou U est un ultrafil- 

IA 

tre non trivial sur N). D'autre part il existe ^ 1; ^ 2 e M + (if) telles 
Que £n T> fi et rf £2 ( donc £ = 61 - £2)- D'apres la proposition 

IA LA 

[3l if est un compact de Rosenthal, en appliquant le resultat de [6] , 
on voit que M + (K) est un compact de Rosenthal, ce qui entraine qu' 
il est angelique d'apres le resultat de [1], on conclut qu'il existe une 
sous-suite (n,k)k>o telle que g^ — > £1 et g~ — > £ 2 , c'est-a-dire 

#n fc = ffn, - 9n k £1 - £2 = f > prefaiblement. 

D'apres ce qui precede on voit que (g nk , f t ) —> £), Vt G G. 

fc— >+oo 

finalelement pour tout G N, la fonction i G G — > (g n . k , ft) £ C est 

continue, [9]; on a donc la fonction t — >■ (/ t , £) est de premiere classe 
de Baire. 

Remark 1. Dans la proposition [^} on pent remplacer G par E un 
espace polonnais et la mesure de Haar m par une mesure fi qui ne 
charge pas les points de E (en effet dans ce cas pour toute g G L 1 (E, fi) 
V application t G E — > (g, f t ) G C sera continue). 

Proposition 5. Si (E, r ) est separable et verifie la condition 2 de 
Vintrodution, alors K est separable. 

Etape 1: B\ a une base denombrable. Soit (a n ) n >o une suite dense 
dans (E, r ); pour tout m, n G N notons V m>n = {9 G B\\ ip(9, a m ) = et if) (9, a n ) = 1} , 
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U m = {9eB 1 ; i/>(0, a m ) = 0} et U' n = {6 G ^(6, a n ) = 1} . Mon- 
trons que les ouverts sous la forme precedente forment une base (denombrable) 
de B v 

Pour cela soient u, t G E et V Ujt = {9 G B ± ; ip(9, u) = et ip(9, t) = 1}. 
Fixons tp G V u /, remarquons que u est adherent h {x <E E; x < u] et t 
est adherent a {x G E; x > t}, done 

{x G E] i/)((p, x) = 0} fl {x G E; x < u] ^ 0, par consequent il existe 
m G N tel que ip(tp, a m ) = et a m < u; de meme il existe n G N verifiant 
que ip((p, a n ) — 1 et a n > t. 

D'apres ce qui precede on voit que if G V m>n C V Ujt . 

Par un argument analogue a celui du precedent on montre que pour 
tout ip G {9 G E; ip(6, u) = 0} (resp. pour tout tp G {9 G E; ip(6, t) = 1}) 
il existe m G N verifiant que G C/ m C {9 G -E 1 ; ip(9,u) = 0} (resp. il 
existe n G N verifiant que tp E G {9 E E; ip(9, t) = 1}). II en resulte 
que B\ a une base denombrable. 

Etape 2: K est un espace fortement de Lindelof. Soit h\ : B 3 — > 
(E,Ti) la restriction de h a B 3 ; hi est une homeorphisme sur son im- 
age, done d'apres (i) B 3 est un espace fortement de Lindelof. Par une 
methode analogue on montre que B 2 est fortement de Lindelof. Finale- 
ment on a K = B x U B 2 U B 3 , B 1 est fortement de Lindelof (car B 1 a 
une base denombrable d'apres l'etape 1) et B 2 , B 3 sont fortement de 
Lindelof. 

Etape 3: K est separable. Soient J, V deux ensembles de E et W 
un sous-ensemble de / xl' tels que pour tout (u,t) G W V Uit = 
{9 G K; ip(9, u) = et ip{9, t) = 1} est fini, M l'ensemble de E tel que 
pour tout t e M U t = {9 e K; ip(9,t) = 0} est fini et M' l'ensemble de 
E tel que pour tout t G M' U' t = {9 G K; ip{9, i) = 1} est fini; comme 
K est un espace fortement de Lindelof (d'apres l'etape 2) l'ensemble 



D 



U 



u u t 

teM 



U 



U UL 
teM' 



est denombrable. 



U V ut 
(u,t)ew 

D'autre part (E,t ) a une base denombrable, done h(K — Bi) est 
separable. 

Designons par D' un ensemble denombrable de E tel que h(D') soit 
dense dans h(K — B{) et par D" une suite dense dans B 1 (d'apres 
l'etape 1 B\ est separable). 

On se propose a montrer que D U D' UD" est dense dans K. 

Soient (u, v) G E x E et K,t = G AT; ^(^, «) = et ^(0, f) = 1} , 
U u = {9 G if; ^(0, u) = 0} et' C/ t ' = {9 G AT; ^(0, t) = 0}. 

Si (u, t) G D on a K,t n(DUf'U D") ^ 0. 

Si (u,v) i D, l'ensemble {9 G K;^{9,u) = et V(M = 1} n'est 
pas fini; on a alors, 
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V u>t = {9 G B 1 ; <i[)(9, u) = et ip(9, t) = 1} U {9 G B 2 ; if>(6, u) = et i[)(9, t) 
U {9 G B 3 ; ip(9, u) = et ^(0, t) = 1} 

Cas 1: {9 G I?!; ip(9,u) = et ip(9,t) = 1} n'est pas fini; ceci en- 
traine V Ujt n £>" ^ 0, done K.t n(DUD'U £>") ^ 0. 

Cas 2: {0 G i? 2 ; ip(9,u) = et ip(9,t) = 1} n'est pas fini; ceci en- 
traine {9 G i? 2 ; t < ^(0) < ^} n'est pas fini (car h~ x {a} est fini pour 
tout a G E), done {9 e B 2 ; t< h(9) < u}nD' ^ 0; comme {9 e B 2 ; t < h(9) < 
V u>u on a V u>t n(DUD'U D") ^ 0. 

Cas 3: {9 G -B3; t < h(9) < u} n'est pas fini; ce cas entraine que 
V u>t n(flUD'U D") ^ 0. 

D'une fagon analogue on montre que U u H (D U D' U D") 7^ et 
£// nfflUD'UD") 7^ 0, par consequent if est separable. 

Corollary 1. Supposons que (E,t ) separable et verifie la condition 2 
de I 'introduction, alors K est un compact de Rosenthal 

Demonstration. La proposition [5] nous dit que K est separable et 
d'apres le resultat de [18] K est homeomorphe a un sous-ensemble de 
[0, 1] x {0, 1}, ce dernier est un compact de Rosenthal.. 

Remark 2. Soit G = R; L 'application t G M f t G L°°(R) est 
integrable au sens de Riemman sur chaque intervalle compact de R. 

Soit en effet a, b G R tel que a < b; on a alors 

6 

X[t,+oo[(w)dt = 



(aVu)-a, si tu < b 
b — a, si u > b 



il est facile de voir que pour tout n G N* et tout t = a, t±, ...,t n = b £ 
[a, b] avec t < t\ < ... < t n on a 

( *fc( w ) - a, oil t fc(w ) < w < t fc(w )+i, si w G [a, 6] 
^^^[(w)^-^.!) = < 0, si u < a 
k=i [ b — a, si u; > 6 

on deduit que 

n b 

^[tfc,+oo[(-)(*fe ~ - / X[t,+oo[(-)dt 

k=l a 

= sup |w-t A ( u )| 

< sup — tfe-i| .Cela implique que l'application t G R — > f t G 

l<jfc<n 

L°°(R) est integrable au sens de Riemman sur [a, b] . 
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Proposition 6. Soit L un compact de Rosenthal, X un espace de 
Grothendieck et T : X -> C(L) un operateur borne; alors T est faible- 
ment compact. 

Demonstration. II suffit de montrer que T* : [C(L)]* — > X* est faible- 
ment compact; pour cela soit (yU„)„>o une suite bornee dans [C(L)]*; 

)„>o et (fi~) n >o sont deux suites bornees dans M + (L); par un 
argument analogue a celui de la proposition H] on montre qu'il existe 
une sous-suite (nk)k>o telle que [i ni — ^ — uZ — > [i G [ C(L)]* , 

* fc k fc-s>+oo 

prefaiblement. II en resulte que T*/i n — > T*u prefaiblement dans 

k k— >+oo 

X*; comme X est un espace de Grothendieck, alors T*\i — > T*ji 

k /C-5-+00 

faiblement, (cf. [4]). 

Pour la proposition suivante ainsi ses corollaires, E est un ensemble 
totalement ordonne. 

Proposition 7. Le compact K est totalement ordonne (c'est-d-dire la 
topologie de K est definie par la topologie d'une relation totalement 
ordonnee) . 

Demonstration. On definit sur K une relation d'ordre de la maniere 
suivante: 

V0i, 2 G K : 0i < 2 V (^i> *) < V» (^2, *) , Vt G 



Montrons d'abord que (if, <) est totalement ordonne. Fixons 0i, 02 G 
if; supposons qu'il existe to G E verifiant -0(01, to) = et ip(0 2 ,t ) = 1; 
montrons que ipifii.t) < ^(0 2 ,t) pour tout t E E. 

Soit en effet t G -E; si t < t on a V'(02, = 1, done if)(8x,t) < ip(0 2 , t). 

Si t > t on a ip(9i,t) = 0, il en resulte que ip(9 1 ,t) < ip(9 2 ,t), 
e'est-a-dire 0i < 2 - 

D'apres ce qui precede (if, <) est totalement ordonne. Montrons 
que la topologie de l'ordre est la topologie de if. Comme la topologie 
de l'ordre est separee (car if est totalement ordonne) et if est un 
compact, il suffit de montrer que la topologie de l'ordre est moins fine 
que la topologie de if. Pour cela soit G if fixe; considerons l'ensemble 

Z = {a G if ; a < 9} 

Z est un ensemble ouvert de if. Pour le voir soit ao G Z; il existe 
t G E tel que ip(ao, t) — et ip(9, t) — 1. Posons 



N = {peK- V(/M) = o} 
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Montrons que N C Z (remarquons que a G N); soit en effet (3 G N; 
il clair que (3 Q < 9 car ip(8,t) = 1 et ip((3 ,t) = 0, cela implique que 
(3 G Z, c'est-a-dire N C Z. 

Par un argument analogue on montre que {a G K\ a > 9} est un 
ouvert de K. 

Corollary 2. C(K) admet une equivalente t p — Kadec — norme. 

Demonstration. C'est une consequence de la proposition [7] et le 
theoreme A de [8]. 

Corollary 3. Nous avons Bor(C(K), ||.||) = Bor(C(K),r p ). 

Demonstration. II existe sur C(K) une equivalente t p — Kadec — 
norme (d'apres le corollaire [2]) ; en appliquant le resultat de [11] nous 
obtenons Bor(C(K), ||. ||) = Bor{C{K),r p ). 

Remark 3. a) L'espace (E,tq) est connexe si et seulement si I'ordre 
qui definie sur E est complete et E verifie la condition 2 de V introduction, 
( cf. [12] , remarque. (d) , p. 58) . 

b) Si 9i,9 2 G B 2 tel que h{9\) = h(9 2 ), alors 9\ = 6> 2 (remarquons 
que si 9\ ^ 9 2 il existe t G E verifiant tp(9i,t) ^ ip(9 2 ,t), cela entraine 
h{6i) ^ h{9 2 )). 

On rappelle que E = E U {— oo, +00} . 

Dans la proposition suivante, on suppose que —00, +00 ^ E, la 
demonstration est analogue si —00, +00 G E. 

Proposition 8. Supposons que (£7 <) est une ordre complete, alors 
V application h : K — > (E,t ) est continue. 

Demonstration. Traitons le cas {9', 9"} C Bi, comme (E,<) est 
complete, alors B\ = {9', 9"} . 

Soit a G E et V = {t G E; t < «} (on suppose que V 7^ 0); on se 
propose de montrer que h~ l (V) est un ouvert de K. Pour cela soit 
9 G h~ l {V); nous distinguons trois cas: 

cas 1, 9' — 9 G hr 1 ^) : il existe /3 G E tel que /3 < a; notons 
C = {tp G K; ij)((p, (3) = 0} ; C est un ouvert de K et 9' G C. D'autre 
part si <p G C on a /i(<^) < (3 < a, ceci implique que C C /i~ 1 (l / ). 

cas 2, 6* G -B2 : on a alors h{9) < a; notons N = {t <E E; t < a}, N 
est un voisinage de h(9), par la definition de h(9) il existe 7 G E tel 
que 7 < a et ■?/>(#, 7) = 0. Notons C = {</? G K; if)(ip, 7) = 0} , il est 
clair que C est ouvert contenant # et C C h^iV). 

cas 3: 6* G -B3, posons C = {ip E K; i/;((p,h(9)) = 0} ; C est un 
ouvert contenant 9 et C C /i _1 (V). 
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Par un argument analogue a celui du precedent on montre que h 1 (V) 
est un ouvert de K, si V = {t E E; t > a} , d'ou la proposition. 

Theorem 1. Supposons que (E, <) est une ordre complete; alors il 
existe une homeomorphisme d'ordre de K sur [h(B 2 U {#"}) x {1}] U 
[h{B^ U {B'Y) x {0}] muni de la topologie de I'ordre lexicographique. 

Demonstration. Considerons le cas B\ = {9', 9"} . On definit T : 
K ->■ E x {0, 1} par 

T w = { fh$i o)' si °e I % u {<?} }' eeK - D ' a P r ^ s la remar( i ue 

[3] (b) T est injective, il suffit done de montrer que T est continue. Pour 
cela soit (a, (3) E Ex {0, 1} et V = {(x,y) EEx {0,1}; (x, y) < {a, (3) } . 
Montrons que T~ l (V) est un ouvert; distinguons deux cas: 

cas 1, j3 = : il clair que T -1 (V) = h~ l (\t E E; t < a}) qui est 
ouvert d'apres la proposition [SJ 

cas 2, /3 — 1 : soit 6* G T _1 (V); nous avons alors (h(9),ip(9,h(9)) < 
(a, 1); si < a on pose C = E E; t < a}); C est un ouvert 

contenant 0etCc T-\V). 

Si fc(0) = a on a ^(0, h{9)) = on pose C = {y> G if; if>((p, h{9)) = 0} ; 
il est evident que C est un ouvert contenant 9. On se propose a montrer 
que C C T-\V)] en effet, 

soit ip E C; e'est-a-dire ip(<p, h{9)) = 0, il en resulte que h((p) < h(9), 
si h(ip) = h{9) = a, on obtient (h((p),i/j(ip, h(ip)) < (a, 1). 

Si h(ip) < h{9) = a, on a (h(ip),ij;((p, h(<p)) < (a, 1). Par consequent 
C C T-\V) et T- X (y) est un ouvert de K. 

Soit maintenant (a, (3) E E x {0, 1} et V" = {(a;, ?/); (x, £/) > (a, (3)} ; 
T _1 (y) est un ouvert; en effet, 

cas 1, (3 = 1 : il est facile de voir que T _1 (V) = h~ x {[t G £7; t > a} 
qui est ouvert (d'apres la proposition EJ. 

cas 2, /3 = 0; considerons 9 E T~ l {V); cela implique que (h(9),ip(9, h(9)) > 
(a, 0), si h{9) > a, on choisit C = h' 1 ^ EE; t> a}); C est un ou- 
vert contenant 9. 

Si h{9) = a, alors ip(9, h{9)) = 1; notons C = {ip; ip{(p, h{9)) = 1} , 
C est un ouvert contenant 9 ; soit ip E C; si /i(0) = on a 

((h(9),tp(9, h(9)) > (at, 0), finalement si /i(0) < /i(<£>) on a encore 
{{h{9),ip{9,h{9)) > (a,0), done C C T" 1 ^) et ^(V) est un ou- 
vert de K. 

Montrons que T est une homeomorphisme d'ordre. 

Soit 9,<f E K verifiant 9 < ip; il existe t E E tel que ip(9,t) = et 
i/>{<p,t) = 1, si h(9) < h((p) on a T(9) < T{<p>). Si = h(ip), alors 
/i(6*) = h{ip>) = t, done ^ G -B3 et G B 2 , par conseqeunt T(0) < T(ip) 
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Supposons que T{6) < T((p); ou bien h{6) < h(<p), ou bien h{6) = 
h(<f), 9 G B 3 et (p G B 2 on conclut que 6 < <p. 

Corollary 4. Supposons que (E, <) une ordre complete et la restriction 
de h a Bj est surjective sur E, j = 2, 3; alors K est homeomorphe a 
Ex {0,1}. 

En particulier si \i verifie les hypotheses de la proposition [2J K est 
homeomorphe a E x {0, 1} . 

Corollary 5. Supposons que G un groupe polonnais verifiant (*) et 
(G, <) est une ordre complete; alors K est homeomorphe a G x {0, 1} . 

Demonstration. II suffit de remarquer que la mesure m verifie les 
hypotheses de la proposition [2] ( car tout ouvert de G est de mesure 
non nulle). Par consequent la restriction de h a Bj est surjective, 
j = 2, 3, d'apres le corollaire H] K est homeomorphe a G x {0, 1} . 

Proposition 9. Supposons que (E, To) est connexe separable, le sup- 
port de n n'est pas denombrable et la restriction de h a B 3 est surjective 
sur E, alors B 3 n'est pas universellement mesurable. 

Demonstration. Supposons que hi, B% — >(E, n) la restriction de h 
a B 3 est surjective sur E; il est clair que h est une homeomorphime. 
Supposons maintenanat que B 3 est universellement mesurable, c'est- 
a-dire (E, T\) est universellement mesurable. D'apres (iii) /i est une 
mesure borelienne sur (E,ti), done [i est normale (cf.[15]) (car [E,T\) 
est fortement de Lindelof d'apres (i)); en appliquant le resultat de [15] 
on voit que /i est une mesure de Radon sur [E, T\), mais tout compact 
de [E, Ti) est fini, ceci implique que le support \i est denombrable ce qui 
contredit l'hypothese. Par consequent B 3 n'est pas universellemeent 
mesurable. 

Remark 4. Dans la proposition precedente on peut remplacer B 3 par 
B 2 . 

Sous les hypotheses de la proposition on a la proposition suivante: 

Proposition 10. La fonction ip : (K x (E,t )) — > {0,1} n'est pas 
borelienne. 

Demonstration. Montrons d'abord que 

Bor(K) ® Bor(E) = Bor(K x E). 

Pour le demontrer, soit (E k ) k > une base denombrable de la topologie 
de (E,To) et V — U U{ x Wi, (les Ui sont des ouverts de K et les Wi 
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sont des ouverts de E); pour tout i E /, il existe un sous-ensemble M* 
de N 



tel que Wi = U E k , done V = U 



{UUjx E k ) 



{i; k E Mi} . On conclut que 

V E Bor(K) <g> Bor(E). 



, ou Y k 



Maintenant supposons que ip est borelienne; alors 1' application a : 
K-Bi -)■ KxE definie par <r(0) = (9, h(9)), 9 E K—B x est borelienne 
(car Bor(K) ® Bor(E) = BoriK x E) et h est continue d'apres la 
proposition[8]) par consequent ipoa est borelienne, done (^oct) -1 {1} = 
B 2 est un borelien de K, ceci est impossible d'apres la remarque 0] (car 
K est radonien et un borelien de K est universellement mesurable). 

Dans la suite G est un groupe polannais connexe verifiant la condi- 
tion (*). 

Remark 5. a) Pour tout 9 E B 2 {9 t ; t E G} = B 2 . En effet, soit 
ip E B 2 ; il existe t E G tel que h((p) = h{9 t ) (car h{9 t ) = h(9) — t 
d'apres le lemmeU^, par consequent ip = 9 t . 

b) II existe une suite (6* n ) n > dans B 2 qui est dense dans K; pour 
le voir considerons (9 n ) n > une suite dans B 2 telle que (h(9 n )) n > soit 
dense dans G. 

Soit t E G; notons V = {9 E K; ip{9,t) = 1} ; choisssons 9 E K tel 
que t < h(9), (remarquons que la restriction de h a B 2 est surjevtive 
d'apres la remarque 0J , il existe 9 n E B 2 verifiant que t < h(9 n ), done 

9 n E V. 

c) Soient r' la topologie de la convergence simple restreint a B 2 sur 
C(K) et L un r'— compact; alors L est metrisable. 

En effet, definissons l'application F : (L, r') — > C N par F(g) = 

(g(9 n )) n > , g E L, oil (9 n ) n > une suite dans B 2 dense dans K. On 

remarque que F est continue et injective (F est injective car B 2 est 

dense dans B 3 U B{). Comme F(L) est homeomorphe a L et F(L) est 

metrisable, alors (L, r') est metrisable. 

v v v V 

Pour tout 9 E K, on definit 9 E K par 9(g) = 9(g), oil g(x) = g(—x), 

v 

x E G, g E C(K); on remarque que si 6* E B 2 9 E B 3 . 

Proposition 11. Pour tout 9 E B 2 l'application U' d : G ^ K x K 

v 

definie par U' e (t) = (9 t , (9) t ) n'est pas borelienne. 

Demonstration. Supposons qu'il existe 9 E B 2 tel que U' e soit une ap- 
plication borelienne; choisissons un sous-ensemble H de G qui n'appartient 
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pas a la tribu borelienne de G. Defmissons l'ouvert V par 

V = U {(peK-Bi, tj){(p, -u + h{6)) = l}x 1 <p g K - Bi, if>((p, -u + h{9)) = 
ueH [ 

on a alors 

(U' e )- l (V)= U (*GC?;V(0t,-« + /i(0)) = letV((0) t ,-« + /i(0)) = 
= U {u} = H, 

(car h(9t) = h{6) — t, pour tout t G G d'apres le lemme [1]), cela 
implique que H est un ensemble borelien ce qui est impossible. 

Corollary 6. La tribu borelienne sur K x K contient strictement 
Bor(K) <g) Bor(K). 

Demonstration. Supposons que la tribu borelienne sur K x K est 
egale a la tribu produit; ceci implique que l'application U' g est borelienne, 
ce qui contredit la proposition [TTJ 

L. Lindenstrauss et C. Stegall, [16] ont montre qu'il existe un es- 
pace de Banach X qui ne contient pas £°° isomorphiquement et une 
application S : {0, 1} N — >■ X scalairement mesurable et qui n'est pas 
faiblemant equivalente a une fonction mesurable. Dans la proposition 
suivante, on fournit un autre type d'exemple. En effet, la fonction 
consideree dans la proposition [12] est integrable au sens de Riemman. 

Proposition 12. L'application A : t G K — > f t G (C(K),t p ), n'est 
pas borelienne, (done elle ne pent pas etre faiblement equivalente a une 
fonction mesurable). 

Problem 1. 

Remark 6. D'apres la proposition^ A est scalairement mesurable. 

Demonstration de la proposition [T2l Soit a G R— {1}; choisissons 
fo € B 2 et ip 1 G B 3 tels que h(<p ) = h((pi) = a. Posons 

V a = {ge C(K); \g( Vo ) - 1| < 1, et | g( Vl \) < 1} . 

Comme A~ 1 (V r a ) = {a} , l'application A ne peut pas etre borelienne. 

Proposition 13. i7 existe sur C(K) une topologie separee r 1 moins 
fine que la topologie r p et deux sous-C* — algebres Y\ et Yi de C(K) 
tels que 

1- (C(K),t j ) n'est pas universellement mesurable. 

2- (C(K),t p ) = (Y 1 ,t p ) ®(Y 2 ,t p ). 

3- (Yi,Tp) est isomorphe a (Y 2 ,t p ). 

4- (Y v r p ) = (Y j ,T J ),j = 1,2. 
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5- (Yi,r') n' est pas K — analytique. 

6- Bor(C(K),r') <g> Bor{C{K),r') ^ Bor{C{K) x C{K),t' x r') 

7- La projection P : (C(K),r') — > (Y~i,t') n'est pas borelienne. 

Demonstration de 1. Soit r' la topologie definie dans la remar- 
que [5]-(c); cette topologie est separee. Definissons l'application n : 
({ft', t G G} , t') — >■ B 2 par ir(f t ) = 9 t , t G G (oil 9 est un point fixe de 
B 2 ); d'apres la remarque |5]-(a) n est surjective. II est clair que n est 
une homeomorphisme. 

D'autre part B 2 est un espace fortement de Lindelof; on en deduit 
que l'ensemble {f t ; t G G} est un espace fortement de Lindelof pour 
la topologie r'. Soit A : G — > (C(K),r') l'application definie par 
A(t) — f t ,t G G; remarquons que A est une application borelienne. (car 
{ft; t G G} est fortement de Lindelof). Supposons maintenant que 
(C(K),t') est universellement mesurable. 

Notons 7 = A(m) (m la mesure de Haar sur G) (7 est une mesure nor- 
male car {f t ; t G G} est un espace fortement de Lindelof); d'autre part 
d'apres la remarque [3]- (c), tout compact de (C(K),r') est metrisable, 
en appliquant le resultat de [5, rem. (c)] on voit qu'il existe un compact 
L de G, tel que la restriction de A a L soit continue et m(L) > 0; de 
l'autre cote n est une homeomorphisme, il en resulte que l'application 
t G L — )■ 6 t G B 2 est continue, par consequent {9 t ; t G L} est fini, 
(car cet ensemble est un compact de £> 2 ); ce qui est impossible. Done 
(C(K),t') n'est pas universellement mesurable. 

Demonstration de 2. Soit Y"i le sous-espace forme des fonctions 
symetriques dans C(K) et Y 2 le sous-espace forme des fonctions an- 
tisymetriques dans C(K); comme pour toute g G C(K) on a g = 

(g + g)/2 + (g- g)/2, alors (C(K), r p ) = [Y u r p ) © (Y 2 , r p ). 

Demonstration de 3. On definit l'operateur U : (Yi,r p ) — > (Y 2 ,t p ), 
par U(g){t) = {Ig^Jf^}, 9 e Y x ; remarquons que U(g) = g x 
^{t€G; t>o} ~ 9 x X {teG . t<0} , Wg G Yi; il en resulte que U est un iso- 
morphisme. 

v 

Demonstration de 4- Pour 6 <E B 2 et g £ Y x on a, g(6) = g(6) ; 
cela implique que (Yi,r) = (Yi,r p ). Soit (gi)i € i une suite generalised 
dans Y 2 telle que 9i(9) — > g{0), pour tout 6 G i?2, ou g G Y2; il est 
facile de voir que U~ l (gi){6) — > U^ 1 (g)(9), pour tout 6 G -B2, done 
U~ l (g,i)(6) — >■ U^ 1 (g)(9), pour tout 9 E K, par consequent g% g pour 
la topologie r p . II en resulte que (Y2, r') = (I2, t p )- 

Demonstration de 5. Supposons par l'absurde que (Y"i,r') est K — 
analytique; d'apres (3), (Y 2 ,r') = (Y 2 ,t p ) est K — analytique, done 
(C(K),t') est K — analytique; d'apres le resultat de [2] (C(K),t') 
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est universellement mesurable, ce qui est impossible d'apres (1), done 
(Yi, t') n'est pas K — analytique. 

Demonstration de 6. Supposons que Bor(C(K), r')®Bor{C(K), r') = 

v 

Bor(C(K)xC(K), r'xr'); pour t G GposonsWi = ft+(ft)', l'application 

0! : t G G -> (/*,(/*)) G (C(K) x C(K),t' x r') est borelienne 
(car Bor(C{K),r') ® Bar(C(K), t') = Bor(C{K) x C(K),t' x r')); 
definissons une autre application 2 : (C(iT) xC(if), r'xr') — > (C(iC),r'), 
par 02(fiS M ) = fi 1 + u ; (flS u ) e C(K) x C(i^); 2 est continue, done elle 
est borelienne. II en resulte que (fi 2 ° 4>i es t borelienne; ce qui est en- 
traine que l'appliction t G G — > w t G (Yi,r r ) = (Yi,t p ) est borelienne; 
de l'autre cote Bor(Yi, r p ) == Bor(Yi, ||.||) d'apres le corollaire OpPar 
consequent l'application t G G — >■ Wt G est fortement mesurable, 
ceci est impossible car ||u> t — io t /|| > 1, pour tout t, t' G G, verifiant 
t^t'. 

Demonstration de 7. Supposons que la projection P : (C(K),t') — > 
(Yi,r') = (y,r p ) est boelienne; remarquons que l'application t G G — > 
ft G (C(K),t') est borelienne; il en resulte que l'application teG-)> 
P/t = itft/2 G (C(i^),r p ) est borelienne, on a vu au cours de la 
demonstration de 6 que ceci est impossible, done P n'est pas borelienne. 

Remark 7. L 'espace (Yi,t p ) n'est pas souslinien, (cf. [3]); pour le voir 
il suffit de voir que la trace de la topologie de la norme sur {wf, t G G} 
est la topologie discrete. 

Remark 8. La demonstration de la proposition [73] nous montre que 
Venssemble {g : G — >• C(K), r'); g est borelienne} , n'est pas un espace 
vectoriel. 

Remark 9. D'apres le resultat de [24] , on a 

Bor(C(K),r p ) ® Bor(C(K),T p ) = Bor(C(K) x C(K), r p xr p ). 

Remark 10. Dans [22] on montree sous I'axiome de Marline, que 
I'espace (C(L),t p ) est universellement mesurable, ou L est un com- 
pact de Hausdorff. La proposition suivante, nous montre qu'on peut 
supprimer I'axiome de Martin pour les compacts de Rosenthal. 

Proposition 14. Soit L un compact de Rosenthal; alors (C(L),r p ) est 
universellement mesurable. 

Demonstration. II suffit de montrer d'apres [15, th.3.2] que toute 
mesure de probability normale sur (C(L), t p ) est une mesure de Radon. 
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Soit fx une probability normale sur (C(L),r p ); on peut supposer que fx 
est portee par la boule unite de (C(L), ||.||). Notons V le sous espace 
vectoriel engendre par les elements de L dans le dual de (C(L), ||.||); 
pour y G V soit H y l'hyperplan defini par y dans C(L), c'est-a-dire 

H y = {geC(L); (/,y) = 0}. 

Considerons l'ensemble I' forme des elements y G V, verifiant ix(H y ) = 
1 et l'intrersection des H y lorsque y G V . Comme fx est normale on 
a fx(Efj) = 1. Pour tout y G L notons 

[y] = {xEL; (/,y) = (/,*), V/ G ^} ; 

Suppososns que [y] = [y'] , //— presque-partout, (y,y' G L); montrons 
que [y] = [y'] partout. En effet, l'hyperplan H y - y i est de mesure est 
egale a 1, done H y _ y i contient E^, par consequent pour toute / G E^, 
[y] (/) = (/,?/) = = [y'l (/)■ Notons L, = {[y] ;yeL};L, est 

un compact pour la topologie de la convergence simple. 

On definit l'application U : L M — >• par C/([x])(/) = f(x), 

x G L, / G -E^. D'apres ce qui precede {7 est une application injective. 

Montrons que U est une application continue. Pour le voir soit F 
un ferme de L 1 (£' /1 , //) et [x] est un point adherent a L est 

un compact de Rosenthal, done il est angelique, (cf. [1]), on conclut 
qu'il existe une suite ([x n ]) n >o dans U^ 1 (F) convergeant vers [x] dans 
L M ; en appliquant le theoreme de la convergence dominee, on voit que 
[/([#„]) — > U([x]); par consequent C/([x]) G F, ce qui nous mon- 

tre que U est une homeomorphisme sur son image, c'est-a-dire est 
metrisable. 

D'apres le raisonnement precedent (C(L M ), ||.||) est un espace polon- 
nais, done Bor{C(L^), \\.\\) = Bor{C{L^), t p ); d'autre part (C(L jU ), ||. ||) 
est radonien, ([14, chap. II, p.92]) et (E^,t p ) est un sous-espace ferme 
de (C{Ly),T p ); il en resulte que (E^,t p ) est radonien; on deduit que fx 
est une mesure de Radon. 
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